Спиридонов В. Ф.
Экспериментальное исследование функциональной организации процесса решения мыслительной задачи

Для проверки различных аспектов теоретической модели, описанной в предыдущей главе, был подготовлен и осуществлен ряд экспериментальных исследований. Общая цель всего эмпирического исследования связана с доказательством реального функционирования частей обсуждаемой модели (в первую очередь, интеллектуальных инвариантов) и изучении процесса становления вторичной моделирующей системы в ходе решения мыслительной задачи.

Глава 4. Экспериментальное исследование процесса решения текстовых алгебраических задач

Эмпирическое исследование специфики текстовых алгебраических задач, связанных с функциональным инвариантом

Блок 1.

Извлечение и использование интеллектуального инварианта даже в учебной искусственно сконструированной задаче не является обязательным и автоматически происходящим процессом. Мыслительная задача сама по себе не может служить достаточным основанием для запуска адекватных интеллектуальных механизмов решения. Этим свойством обсуждаемая системная теоретическая модель принципиально отличается от модулярных конструкций, описанных во Второй главе. Ее функционирование с необходимостью предполагает способность решателя обнаружить в задаче интеллектуальный инвариант или применить его к ней. Распространенное мнение о том, что условия алгебраической или арифметической задачи однозначно предопределяет будущий ход решения (см., например, Л.М. Фридман, 2001) верно лишь применительно к компетентным решателям. Этот теоретический тезис в силу его важности требует эмпирической проверки.

Как уже отмечалось выше, задачи, которые с необходимостью требуют использования понятия функции для построения карты-2 в ходе своего решения, объективно отличаются от более простых текстовых арифметических задач. Однако чтобы обнаружить эту качественную специфику, необходимы компетентные решатели, которые владеют понятием функции как способом организации содержания проблемной ситуации. В противном случае применяемые испытуемыми приемы решения задач, существенно различающихся по степени сложности, должны оказаться идентичными и при этом адекватными лишь арифметическим задачам.

В соответствии с приведенными рассуждениями была сформулирована экспериментальная гипотеза: низко компетентные испытуемые будут использовать одинаковые способы решения арифметических и алгебраических задач.

Материал, методы и процедура исследования

Испытуемые – 17 учащихся пятых классов одной из московских средних общеобразовательных школ (возраст 10-12 лет) – в индивидуальном порядке получали условия задачи одного из трех типов – 1 – арифметической /три действия/; 2 – «линейной»; 3 – «линейной вырожденной», напечатанные на картонных карточках (Тексты всех 10 задач приведены в Приложении №1). Каждый испытуемый решал хотя бы по одной задаче каждого из трех указанных типов. Сначала они должны были придумать вопрос к полученной задаче (таким образом мы диагностировали степень понимания условий задачи), а затем решить ее. Их просили рассуждать вслух или записывать ход решения. Выбор испытуемых диктовался степенью их компетентности в решении текстовых алгебраических задач: в соответствии со школьной программой по математике они с первого класса учились решать все более сложные арифметические задачи и только что приступили к решению алгебраических (эксперимент проводился в конце учебного года).

Мы оценивали процент правильных решений каждого типа задач, а также количество ошибок по типу использования функциональных конструкций, соответствующих более простому виду проблемной ситуации («упрощение задачи»). Для алгебраических задач таковыми выступали попытки получить ответ без составления уравнения, а для арифметических задач – решить вместо предъявленной задачу с меньшим количеством действий. Подробнее о маркерах понимания арифметической задачи испытуемыми см. В.Ф. Спиридонов, 2005.

Результаты и обсуждение.

Общее количество полученных протоколов – 55. Все испытуемые адекватно дополняли условия предъявленных задач любого типа необходимыми вопросами, что свидетельствует о достаточном понимании содержания проблемных ситуаций. Однако результаты решения выявили весьма характерную картину их возможностей и ошибок. Полученные количественные данные представлены на Рис. 5.

Рис 5. Процент правильных решений трех типов экспериментальных задач и среднее количество ошибок «упрощения задачи» на одну задачу
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Обращает на себя внимание высокий процент правильных решений арифметической задачи. Он сопровождался практически полным отсутствием попыток упрощения задачи (одна ошибка на все протоколы). Приведем выдержки из успешных протоколов решения:

Исп. Ш., 10 лет.

«И: Велосипедист преодолел путь из А в Б со скоростью 20 км/ч, а обратно со скоростью 10 км/ч. Причем на дорогу туда он потратил 3 часа, а на дорогу обратно – 6 часов.

Ага. Вопрос: сколько километров всего он проехал. Надо 20 умножить на 3 прибавить 10 умножить на 6 (пишет). Получается 120 км он проехал.

Э: Все правильно».

Исп. Б., 11 лет.

И: В магазине в одной из касс находится 75 рублей. Если из этой кассы переложить в другую 15 рублей, то у них будет поровну.

Сколько рублей будет в обеих кассах, сколько рублей будет во второй кассе. До того как переложили в нее 15 рублей.  Все, все вопросы.

Э: Решай. На какой ты будешь отвечать?

И: Да на любой можно, сколько всего рублей получается. Если из 75 отнять 15, будет 60, умножить на два – 120 рублей в обеих кассах.

Решения обоих типов алгебраических задач устроены практически аналогичным образом. Попытавшись что-то обозначить за Х и выделить функциональные связки, а часто и не прибегая к этому приему, испытуемые быстро переходили к простому подбору ответа, оперируя цифрами, данными в условии:

Исп. Л., 10 лет.

«И: Из города А в город Б вышел поезд со скоростью 48 км/ч. Двумя часами позже за ним вышел второй поезд со скоростью 56 км/ч. На каком расстоянии от отправного пункта второй поезд нагонит первый, если расстояние между городами 1200 км.

Я думаю, надо узнать, сколько будет 56 и 48. Это будет 114.

Э: Посчитай еще раз.

И: 40+50 = 90, а 8+6 = 14. 104. 

Можно мне попробовать, если разделится 1200 на 104, если нет, то надо по-другому. Нет, не разделится. Значит, неправильно. 

Я думаю, надо 56 минус 48. Будет 8. 1200 разделить 8. Давайте, на расстоянии 150 метров. Это неверно.

Э: Почему неверно?

И: Не знаю, бабушка мне говорила, что все цифры должны быть с двумя»…

Исп. А., 11 лет.

«И: У мальчика столько сестер, сколько братьев, а у его сестры вдвое меньше сестер, чем братьев.

Э: Надо придумать как можно больше вопросов.

И: Сколько у его сестры сколько… сестер и братьев. Сколько было у мальчика тоже сестер. Поскольку у мальчика одинаковое количество сестер и братьев. У его сестры вдвое меньше сестер, чем братьев. Если считать за х столько, сколько братьев у сестры, то нужно будет х разделить на два, тогда можно будет узнать, сколько сестер. Сестер вдвое меньше, чем братьев. У мальчика столько же сестер, сколько братьев… поровну…

И: …Если тут действовать подбором, то… 

Если посчитать, что были у мальчика 10 сестер и 10 братьев, а у его сестры тогда получается 9 сестер и 10 братьев. Не получается… 

Э: На какой вопрос ты отвечаешь?

И: Сколько у его сестры братьев и сестер. У сестры не может быть 10 братьев и 5 сестер. Тогда получается, что братьев вдвое больше, чем сестер, а у мальчика какое-то определенное количество. Поровну. Может быть, по пять сестер, по пять братьев. Тогда с его сестрой получается… Если по 7 сестер и по 7 братьев, то опять же не получается у его сестры. ...

И: Сколько сестер и братьев у его сестры. Значит, у его сестры получается четыре брата и две сестры, а у мальчика получается три сестры и три брата.

Такая стратегия в некоторых случаях приводила к правильному ответу. Все верные решения, полученные в ходе эксперимента, вместо составления линейного уравнения были обнаружены простым подбором. Учитывая небольшие по абсолютной величине цифры, присутствующие в условии «линейных вырожденных» задач (например, 4 брата и 3 сестры), процент их правильных решений оказался даже выше, чем у «линейных» задач, в условии которых фигурировали более крупные количественные показатели. Ни одного корректного уравнения так и не было составлено. Более того, была корректно полностью записана с использованием неизвестного всего одна функциональная связка, представленная в условии. Понятно, что такая стратегия решения закономерно нашла свое отражение в резком увеличении количества ошибок по типу «упрощения задачи».

Резюмируя, отметим, что группа испытуемых, принявших участие в данном эксперименте, продемонстрировала неспособность различить три качественно своеобразных типа текстовых задач и во всех случаях использовала практически идентичные способы решения, характерные для арифметических задач. Это произошло, несмотря на то, что школьникам показали в ходе уроков математики наличие иных неарифметических проблемных ситуаций, требующих особых способов решения, а сами предъявленные задачи объективно содержали возможность их успешного применения. 

Таким образом, алгебраическая задача не предопределяет однозначно путь своего решения, а построение карты-2 с опорой на понятие функции не является автоматически происходящим процессом. Попытки решить алгебраическую задачу арифметически показывают, что функциональные связки в условии такой проблемной ситуации практически полностью игнорируются малокомпетентными испытуемыми. Все это говорит в пользу немодулярного устройства мыслительных механизмов, ответственных за решение текстовой алгебраической задачи. 

Блок 2.

Данные, полученные на испытуемых только приступивших к изучению алгебры, уязвимы для критики: возможно, негативные результаты предыдущего блока связаны с незнанием ими математических формализмов (в первую очередь, понятия функции). Изменив некоторые моменты методики и процедуры, мы повторили данное исследование на другой более старшей по возрасту и, как казалось, в соответствии с опытом изучения алгебры, более компетентной выборке. Целью данного блока выступила проверка универсальности полученного эмпирического обобщения.

Гипотезой исследования выступило следующее положение: в случае неуспеха составления линейного уравнения испытуемые используют приемы решения арифметических задач.

Материал, методы и процедура исследования

Испытуемым – 44 учащимся девятых классов одной из московских средних общеобразовательных школ (возраст 14-15 лет) – фронтально в письменной форме предлагались две «линейные вырожденные» задачи с инструкцией решать в предъявленном порядке. (Задачи приведены в Приложении №2). Все испытуемые случайным образом были разделены пополам. Первая группа решала задачи в порядке №№ 1-2, вторая 2-1. Общее время решения составляла – 45 мин. 

Выбор испытуемых диктовался стажем их обучения алгебре, который составлял два года (исследование проводилось в самом начале учебного года). В инструкции подробно объяснялось, что правильным решением считается составление корректного уравнения и затем получение верного количественного ответа. За каждую правильно решенную задачу школьники по окончании эксперимента получали финансовое вознаграждение, о чем им сообщалось в начале работы.
Мы оценивали процент правильных решений каждого типа задач, а также количество составленных корректных уравнений.

Результаты и обсуждение.

Полученные результаты весьма показательны. Формально процент правильных решений обеих задач относительно высок: задача «про братьев и сестер» – 38,6%; задача «о кроликах и клетках» - 52,2%. (Статистические различия между этими двумя значениями, рассчитанные с помощью критерия (2, не достигают уровня значимости). Однако при этом ни одного корректного уравнения составлено не было, хотя попытки их составить зафиксированы в 61,3 % протоколов. Количество правильно выраженных алгебраически функциональных связок при решении обеих задач было невелико – всего 17, т.е. примерно 0,19 на один протокол.

Приведем несколько характерных примеров ошибок, сделанных при решении задачи «про братьев и сестер». 

Варианты составленных испытуемыми уравнений: 3х+3у = 2х+4у; х+х/2 = 2х; 2(х-1) = у+1. И даже (х+1)(х+2)+2 =0. Последнее решение явно связано с тем обстоятельством, что в момент проведения исследования школьники повторяли способы решения квадратных уравнений.

Столкнувшись с трудностями на этапе составления уравнения, школьники переходили к подбору ответа, манипулируя количествами братьев и сестер в одном случае и кроликов и клеток – в другом. При этом лишь 13,6 % испытуемых смогли получить правильный количественный ответ обеих задач. 

Таким образом, в ходе данного эксперимента, столкнувшись с трудностями составления уравнения, испытуемые демонстрировали «сползание» к способу действия, характерному для более простых задач. Несмотря на двухлетний стаж изучения алгебры, их способ решения, в целом, соответствовал тому, который продемонстрировали более младшие дети в предыдущем блоке исследования.

Резюмируя результаты двух эмпирических исследований, отметим, что текстовая алгебраическая задача не предопределяет однозначно способ своего решения. Невозможность выделить и записать алгебраически функциональные связки, присутствующие в условии задачи, показывает, что интеллектуальный инвариант-функция оказывается практически недоступным для малокомпетентных испытуемых. Это обстоятельство свидетельствует против модулярной интерпретации мыслительных механизмов решения текстовой алгебраической задачи. В противном случае модули, связанные с решением определенных типов задач, с необходимостью вступили бы  в действие.

Вторая серия экспериментов. Экспериментальное исследование состава семейства алгебраических задач.

Блок 1.

Эта серия была направлена на выяснение набора текстовых алгебраических задач, составляющих единое семейство. Как уже обсуждалось выше, критериями для выделения семейства служат структурные особенности проблемных ситуаций и степень их простоты/сложности. Теоретический анализ проблемных ситуаций позволил выделить четыре уровня сложности в рамках семейства задач: «полные линейные» задачи, «вырожденные линейные», «полные квадратные» и «вырожденные квадратные».

Способ эмпирического выделения разновидностей задач заключается в следующем. Мы предположили, что, если алгебраические задачи действительно различаются по психологическим основаниям, решатели неодинакового уровня компетенции будут демонстрировать различную успешность взаимодействия (решения, определения решаемости/ нерешаемости) с разными видами алгебраически идентичных задач. Понятно, что при постепенном повышении компетенции количество освоенных типов задач – тех, с которыми испытуемые уверенно справляются, – будет увеличиваться. 

Таким образом, если какой-то из четырех выше названных типов задач является хорошо освоенным испытуемыми, то количество правильных ответов при работе с несколькими различными задачами одного типа или модификациями одной задачи не будет статистически значимо отличаться. В противном случае эти отличия будут обнаружены. Таким путем среди алгебраически идентичных задач удастся обнаружить типы разной степени освоенности, т.е. различающиеся по своей психологической структуре. В качестве меры сходства проблемных ситуаций каждого типа мы использовали степень согласованности правильных ответов испытуемых об их решаемости / нерешаемости. 
Материал, методы и процедура исследования

В эксперименте приняли участие две группы испытуемых. Первую составили учащиеся 7-9 классов нескольких подмосковных школ в возрасте 13-15 лет (численность 58 чел.), вторую – студенты-физики Московского физико-технического института в возрасте 17-18 лет (численность 48 чел.). 

В эксперименте использовались 13 текстовых алгебраических задач, извлеченных из сборников дополнительных заданий для учеников старших классов средней школы, которые решались с помощью линейных или квадратных уравнений. Среди них были «линейные» (решавшиеся с помощью линейного уравнения), «вырожденные линейные» (решавшиеся с помощью линейного уравнения и содержавшие в условии данные лишь о соотношении величин объектов), «квадратные» (решавшиеся с помощью квадратного уравнения) и «вырожденные квадратные» (решавшиеся с помощью квадратного уравнения и содержавшие в условии данные лишь об относительном времени движения объектов) задачи. Для нашего исследования часть проблемных ситуаций каждого типа была модифицирована. Задача могла быть полной, т.е. допускать составление корректного уравнения или их системы, либо модифицированной – тогда у нее было удалено одно из количественных условий («связка»); в этом случае она не решалась. Таким образом, критерием отбора и упорядочивания проблемных ситуаций служила степень их простоты/ сложности
, а также полнота условия задач. Еще одной модификацией служили полные и неполные «квадратные» задачи с параметрами, в условии которых все количественные данные были заменены латинскими буквами. 

Для данной серии экспериментов был модифицирован метод «да/нет», исходно разработанный в рамках ТОС для изучения критериев принятия решения в перцептивных задачах. Использованный вариант был введен в исследовательскую практику Р. Рехдером (B. Rehder, 1999).
Были сформулированы следующие экспериментальные гипотезы: 

1. По успешности определения решаемости/ нерешаемости различаются следующие типы текстовых алгебраических задач: «линейные», «вырожденные линейные», «квадратные» и «вырожденные квадратные»;

2. Освоение алгебраических задач происходит от более простых (в указанном смысле) к более сложным;

3. Сокращение времени предъявления задач приведет не к абсолютному уменьшению процента правильных ответов испытуемых, а в соответствии с простотой/ сложностью предложенных задач.

4. Результат процедуры определения решаемости/ нерешаемости задачи с опорой на ее структурные признаки выступает предиктором успешности решения текстовых алгебраических задач.

Эксперимент проводился в групповой форме. Все группы испытуемых сначала решали с ограничением по времени две полные задачи: первая из них решалась линейным, вторая – квадратным уравнением. Таким образом мы диагностировали умение испытуемых решать алгебраические задачи. Затем им с помощью проектора предъявлялись по одной на короткое время на экране следующие 11 алгебраических задач с инструкцией определить, решается ли данная задача или нет, т.е. может ли в каждом случае быть составлено корректное уравнение. /Все задачи приведены в Приложении 3./ Свой ответ испытуемые должны были записать на листе бумаги. Набор задач был одинаковым для всех групп. Время предъявления для школьников: 90 сек – для «линейных» задач и 120 сек – для «квадратных». Выборка студентов была случайным образом поделена пополам. Время предъявления задач первой группе студентов совпадало с указанным выше, а для второй группы было: 60 сек – для «линейных» задач и 90 сек – для «квадратных».

Результаты и обсуждение 

Количество правильных ответов по каждой разновидности задач в рамках каждой из групп испытуемых – а) школьники, б) студенты с «коротким» предъявлением, в) студенты с «длинным» предъявлением – сравнивались между собой с помощью критерия МакНимара, а затем было подвергнуто логистическому регрессионному анализу (см. Таблицы 5-9).

Полученные результаты позволили выделить несколько психологически отличающихся типов текстовых алгебраических задач. Как мы и предполагали, школьники в отличие от студентов обнаружили статистически значимые различия в количестве правильных ответов даже по отношению к разным типам «линейных» задач. Хорошо справляясь с оценкой решаемости линейных задач и их модификаций, они допускали значимо большее количество ошибок при оценке линейных вырожденных задач. Также характерно статистически значимое различие между вырожденными и вырожденными неполными задачами. Это позволяет говорить о реальной психологической дистанции между «линейными» и «линейными вырожденными» задачами, различия между которыми отчетливо выражены на определенном этапе развития умения решать текстовые задачи. 

Не менее характерные результаты получены на «квадратных» задачах. Школьники продемонстрировали наличие статистически значимых различий (или тенденции к их возникновению)
 практически между всеми анализируемыми случаями. Это обстоятельство свидетельствует о существовании психологической дистанции между этими типами задач. Группа студентов с «длинным» временем предъявления, наоборот, в целом верно справилась со всеми сравнениями кроме одного (о нем см. ниже). В соответствии с принятой логикой интерпретации структура полученных данных позволяет заключить о несовпадении «квадратных» и «квадратных вырожденных» задач, имеющих разную степень освоенности испытуемыми. 

Весьма интересно, что группа студентов, выполнявшая задания в условиях недостатка времени, показала результаты по своей структуре более близкие к школьникам. У них также появились статистически значимые различия между разными вариантами «квадратных» задач. Этот факт может свидетельствовать в пользу того, что умения решать проблемные ситуации такого рода сформировались относительно недавно (позже навыков решения «линейных» задач) и еще не окончательно устоялись. При действии затрудняющих условий они оказываются достаточно уязвимыми.

Таблица 5. Успешность определения решаемости разнотипных «линейных» задач (% правильных ответов и уровень значимости p МакНимара)

	
	Студенты: «длинное» предъявление
	Студенты: «короткое» предъявление
	Школьники

	Задачи
	Линейная
	Линейная неполная
	Линейная вырожденная
	Линейная вырожденная неполная
	Линейная
	Линейная неполная
	Линейная вырожденная
	Линейная вырожденная неполная
	Линейная
	Линейная неполная
	Линейная вырожденная
	Линейная вырожденная неполная

	%
	100
	90
	100
	95
	79
	79
	71
	79
	77,2
	64,9
	59,6
	91,2

	Линейная
	
	-
	-
	-
	
	-
	-
	-
	
	-
	0,07
	0,06

	Линейная вырожденная
	
	
	
	-
	
	
	
	-
	
	
	
	0,001


Таблица 6. Успешность определения решаемости разнотипных «квадратных» задач (% правильных ответов и уровень значимости p МакНимара)

	
	Студенты: «длинное» предъявление
	Студенты: «короткое» предъявление
	Школьники

	 Задачи
	Квадратная
	Квадратная неполная
	Квадратная вырожденная
	Квадратная вырожденная неполная
	Квадратная без «равно»
	Квадратная
	Квадратная неполная
	Квадратная вырожденная
	Квадратная вырожденная неполная
	Квадратная без «равно»
	Квадратная
	Квадратная неполная
	Квадратная вырожденная
	Квадратная вырожденная неполная
	Квадратная без «равно»

	%
	90
	95
	75
	100
	40
	96
	50
	75
	86
	54
	82,5
	66,7
	45,6
	73,7
	22,8

	Квадратная
	
	-
	-
	-
	0,006
	
	0,001
	0,07
	-
	0,0001
	
	0,09
	0,0001
	-
	0,00001

	Квадратная вырожденная
	
	
	
	-
	0,065
	
	
	
	-
	-
	
	
	
	0,009
	0,015

	Квадратная вырожденная неполная
	
	
	
	
	0,001
	
	
	
	
	0,04
	
	
	
	
	0,00001


Таблица 7. Успешность определения решаемости «квадратных» задач с параметром (% правильных ответов и уровень значимости p МакНимара)

	
	Студенты: «длинное» предъявление
	Студенты: «короткое» предъявление
	Школьники



	 Задачи
	Квадратная
	Квадратная неполная
	Квадратная с параметром
	Квадратная с параметром неполная
	Квадратная
	Квадратная неполная
	Квадратная с параметром
	Квадратная с параметром неполная
	Квадратная
	Квадратная неполная
	Квадратная с параметром
	Квадратная с параметром неполная

	%
	90
	95
	80
	100
	96
	50
	89
	100
	82,5
	66,7
	84,2
	80,7

	Квадратная
	
	-
	-
	-
	
	0,001
	-
	-
	
	0,09
	-
	-

	Квадратная с параметром
	
	
	
	-
	
	
	
	-
	
	
	
	-


Таблица 8. Результаты логистической регрессии для «линейной» задачи для всей группы студентов

	
	B
	S.E.
	Wald
	Df
	Sig.

	Константа
	2,708
	,596
	20,626
	1
	,000


	-2 Log likelihood
	Cox & Snell R Square
	Nagelkerke R2 
	% объясняемой дисперсии

	3,819
	0,321
	0,861
	86,1


Переменные и константа в уравнении логистической регрессии
	Задачи
	B
	S.E.
	Wald
	Df
	Sig.

	1. Лин. полная
	43,692
	473,676
	,009
	1
	,927

	2. Кв. без связки
	-13,754
	775,853
	,000
	1
	,986

	3. Кв. вырожд.
	53,872
	526,419
	,010
	1
	,918

	4. Лин. вырожд. без связки 
	-2,330
	1019,359
	,000
	1
	,998

	5.Кв. с парам.
	-12,894
	743,980
	,000
	1
	,986

	6. Лин. вырожд.
	35,207
	667,392
	,003
	1
	,958

	7. Кв. без равно
	-,486
	808,014
	,000
	1
	1,000

	8. Лин. без связки
	-31,902
	398,899
	,006
	1
	,936

	9. Кв.
	25,020
	1936,752
	,000
	1
	,990

	10. Кв. с парам. без связки
	38,876
	2221,343
	,000
	1
	,986

	11. Кв. вырожд. без св.
	-19,232
	1766,512
	,000
	1
	,991

	Константа
	-61,989
	3824,778
	,000
	1
	,987


Таблица 9. Результаты логистической регрессии для «квадратной» задачи для всей группы студентов

	
	B
	S.E.
	Wald
	df
	Sig.

	Константа
	,990
	,325
	9,298
	1
	,002


	-2 Log likelihood
	Cox & Snell R Square
	Nagelkerke R2 
	% объясняемой дисперсии

	45,844
	,192
	,279
	27,9


Переменные и константа в уравнении логистической регрессии
	Задач
	B
	S.E.
	Wald
	df
	Sig.

	1. Лин. полная
	-,433
	1,420
	,093
	1
	,760

	2. Кв. без связки
	1,131
	,948
	1,424
	1
	,233

	3. Кв. вырожд.
	,585
	,865
	,457
	1
	,499

	4. Лин. вырожд. без связки 
	,176
	1,298
	,018
	1
	,892

	5. Кв. с парам.
	-8,124
	37,004
	,048
	1
	,826

	6. Лин. вырожд.
	,206
	1,418
	,021
	1
	,885

	7. Кв. без равно
	,685
	,850
	,649
	1
	,420

	8. Лин. без связки
	-,558
	1,062
	,276
	1
	,600

	9. Кв.
	,485
	1,552
	,097
	1
	,755

	10. Кв. с парам. без связки
	-7,483
	99,634
	,006
	1
	,940

	11. Кв. вырожд. без св.
	,310
	1,582
	,038
	1
	,845

	Константа
	14,740
	106,312
	,019
	1
	,890


Удачным аргументом в пользу проверяемой теоретической позиции служат результаты, связанные с задачей с пропущенным условием, обеспечивающим приравнивание частей уравнения друг к другу (в Таблицах она обозначена «квадратная без равно»). Она оказалась наиболее трудной для всех групп испытуемых. Можно предположить, что ее сложность обеспечивается максимальным структурным сходством с полной квадратной задачей, поскольку все количественные «связки», на которые могут ориентироваться испытуемые (например, скорость второго поезда на 20 км/ч выше, чем первого), имеются в наличии, что, по-видимому, дезориентирует испытуемых и приводит к ошибкам.

Использование «квадратных» задач с параметрами позволило проконтролировать важную побочную переменную: давая ответы в экспериментальной ситуации, испытуемые могли ориентироваться не на те особенности задач, которые являлись предметом анализа, а на объем численной информации, присутствующей в условии. Сохранив структуру и степень простоты/ сложности проблемных ситуаций при полном исключении количественных показателей, удалось показать, что именно изучаемые особенности задач являются определяющими для ответов испытуемых. Выяснилось, что решаемость «квадратных» задач с параметрами оценивалась всеми группами испытуемых также успешно, как и полных «квадратных» задач. А структура результатов в целом свидетельствует о том, что подобные задачи оказались даже проще с точки зрения определения решаемости/ нерешаемости, чем традиционные.

Проверка четвертой гипотезы связана с оценкой валидности использованной экспериментальной методики. Проведенный логистический регрессионный анализ поставил ее под сомнение. Полученные регрессионные модели объясняют 97,9 % случаев угадывания решаемости/ нерешаемости «линейных» задач и 75 %  случаев - «квадратных» задач студентами и 76,2 %  случаев - «линейных» задач школьниками. Но только в одном случае (угадывание решаемости/ нерешаемости «линейной» задачи студентами) процент дисперсии, которую объясняет логистическая регрессия, был достаточно велик (86,1 %). Во всех остальных случаях он был явно неудовлетворительным. Изучению этого вопроса посвящен следующий блок данного эксперимента.

Резюмируя обсуждение результатов, отметим, что три первые гипотезы, в целом, подтвердились: с помощью процедуры определения решаемости/ нерешаемости задач удалось эмпирически зафиксировать различия между четырьмя типами текстовых алгебраических задач, выделенными в предварительном анализе, и показать, что существует определенный порядок овладения этими типами, который совпадает с нарастанием их сложности. Оба названных результата свидетельствуют в пользу обсуждаемой в исследовании теоретической модели, поскольку подтверждают реальное существование семейства текстовых алгебраических задач, упорядоченных по критерию простоты/ сложности. 

Четвертая гипотеза потребовала дополнительной эмпирической проверки.

Блок 2.

Для того чтобы точнее оценить валидность данной экспериментальной методики, мы повторили исследование, внеся некоторые изменения в его процедуру.

Материал, методы и процедура исследования

В эксперименте приняли участие учащиеся 7-9 классов одной из подмосковных школ в возрасте 13-15 лет (численность 30 чел.). Сначала испытуемые определяли решаемость/ нерешаемость текстовых алгебраических задач в соответствии с процедурой, описанной в Блоке 1. Через неделю они решали в случайном порядке без ограничения времени набор из 6 алгебраических задач, принципы подбора которых приведены при описании методики Третьей серии экспериментов, (сами задачи содержатся в Приложении 4).

Результаты и обсуждение.

Мы рассчитали логистическую регрессию для всех задач, которые решали испытуемые в ходе этого эксперимента. Полученные данные показывают, что она объясняет существенно больший процент дисперсии результатов процедуры определения решаемости «линейных» и «квадратных вырожденных» задач по сравнению с «квадратными» задачами (см. Таблицу 10). 

Из Таблицы видно, что процент объясняемой дисперсии для «квадратных» задач не превышает 45; при этом процент объясняемой дисперсии для «линейных» задач независимо от удельного веса правильных ответов не опускается ниже 68. Также обращает на себя внимание очень высокий процент объясняемой дисперсии для случая «квадратных вырожденных» задач.
Таблица 10. Результаты логистической регрессии для всех типов текстовых алгебраических задач для группы школьников

	Тип задачи
	-2 Log likelihood
	Cox & Snell R2 
	Nagelkerke R2 
	% объясняемой дисперсии
	% верных решений

	1) «Линейная» задача (один «хвост»)
	16,527
	,488
	,687
	68,7
	24,3

	2) «Линейная» задача (два «хвоста»; асимметричная)
	13,715
	,598
	,798
	79,8
	37,8

	3) «Линейная» задача (два «хвоста»; симметричная)
	9,234
	,384
	,695
	69,5
	67,6

	4) «Квадратная» задача (асимметричная)
	28,252
	,298
	,405
	40,5
	29,7

	5) «Квадратная» задача (симметричная)
	28,382
	,334
	,445
	44,5
	37,8

	6) «Квадратная вырожденная» задача 
	,000
	,486
	1,000
	100
	8,1


Опираясь на эти результаты, можно утверждать, что ограничения валидности используемого экспериментального метода тесно связаны с уровнем компетентности испытуемых и условиями проведения исследования. Испытуемые-школьники, принявшие участие в данном эксперименте, являются в достаточной степени компетентными решателями «линейных» задач (как показывает анализ полученных протоколов, они в достаточной мере «узнают» структуру таких задач: даже в случае неуспеха совершенные ими ошибки являлись алгебраическими и были связаны с неверным построением карты-2), малокомпетентными – по отношению к «квадратным» задачам и обладают практически нулевой компетентностью – по отношению к «квадратным вырожденным» задачам. Также оказалось, что ограничения времени решения, использованные в Блоке 1 данного эксперимента, резко снижают процент объясняемой дисперсии и, как следствие, валидность метода.

Обращает на себя внимание еще один интересный экспериментальный факт, который позволил уточнить интерпретацию результатов в целом. Даже в случае удовлетворительного процента объясняемой логистической регрессии каждый из анализируемых предикторов успешности решения, как видно из Таблиц №№ 8 и 11, остается чрезвычайно слабым и далеко не достигает уровня значимости. Аналогичные данные получены и для всех других типов анализируемых задач. По нашему мнению, это обстоятельство свидетельствует о том, что предиктором (в содержательном, а не статистическом смысле слова) здесь выступают не отдельные алгебраические задачи по отношению друг к другу, а обобщенная психологическая структура – интеллектуальный инвариант – который стоит за процессом решения. По отношению к этой структуре отдельные задачи находятся в одинаковом отношении. Именно поэтому более тесная статистическая связь между задачами и не наблюдается.

Таблица 11. Переменные и константа в уравнении логистической регрессии для «линейной» задачи №2 (два «хвоста»; асимметричная)

	Задачи
	B
	S.E.
	Wald
	Df
	Sig.

	1. Лин. полная
	19,851
	191,742
	,011
	1
	,918

	2. Кв. без связки
	-27,900
	248,797
	,013
	1
	,911

	3. Кв. вырожд.
	-2,454
	2,106
	1,358
	1
	,244

	4. Лин. вырожд. без связки 
	-89,715
	987,537
	,008
	1
	,928

	5. Кв. с парам.
	49,912
	414,931
	,014
	1
	,904

	6. Лин. вырожд.
	21,079
	191,724
	,012
	1
	,912

	7. Кв. без равно
	-1,714
	1,986
	,745
	1
	,388

	8. Лин. без связки
	38,602
	325,021
	,014
	1
	,905

	9. Кв.
	-26,673
	248,823
	,011
	1
	,915

	10. Кв. с парам. без связки
	49,759
	414,933
	,014
	1
	,905

	11. Кв. вырожд. без св.
	48,978
	414,928
	,014
	1
	,906

	Константа
	-60,731
	988,321
	,004
	1
	,951


Таким образом, результаты двух блоков Второй серии экспериментов свидетельствуют о том, что процедура определения решаемости/ нерешаемости текстовых алгебраических задач служит надежным предиктором успешности их решения при условии участия достаточно компетентных испытуемых и отсутствии дополнительных ограничений, усложняющих нормальное протекание процесса решения. Кроме того, выявлены дополнительные факты, свидетельствующие в пользу существования обобщенных структур решения текстовой алгебраической задачи, предсказанных обсуждаемой теоретической моделью.

Третья серия экспериментов. Экспериментальное исследование интеллектуальных инвариантов. 

Данная серия была направлена на доказательства реального существования психологического основания выделения и организации семейства алгебраических задач – интеллектуального инварианта. Поскольку, учитывая его особенности, описанные выше, непосредственное предъявление или иное использование инварианта в эксперименте невозможно, с опорой на цитированные работы Я.А. Пономарева была разработана специальная процедура. Ее основная идея состоит в следующем. Если инвариант имеет место в действительности, то задачи, упорядоченные в соответствии с его логикой (строением), будут решаться более успешно, чем те же задачи, предъявленные в случайном порядке. Порядок и структурное сходство задач в рамках семейства будут «подсказывать» определенный способ решения, который за счет переноса с одной задачи на другую и обеспечит более высокую успешность. Учитывая результаты предыдущей серии экспериментов, этой логикой упорядочивания задач в рамках «семейства» выступает степень их простоты/ сложности. 

Более того, учитывая функциональную природу обсуждаемых инвариантов, границы подобного переноса должны быть независимы от алгебраической формы задачи. В соответствии с теоретическими представлениями, изложенными выше, семейство включает в себя как «линейные», так и «квадратные» задачи, поскольку и те, и другие допускают возможность корректной организации (картирования) своего содержания посредством той или иной функции y=f(x). Следовательно, в случае наличия развитой формы семейства (т.е. в случае компетентного решателя) перенос между задачами должен осуществляться независимо от их алгебраической формы, которая оказывается здесь более слабым признаком, чем структурные особенности задач и степень их простоты/ сложности. Это сильный вариант предсказания, формулируемого на основании обсуждаемой модели. Альтернатива состоит в том, что перенос будет происходить в рамках лишь одного типа задач (например, «линейных» или «вырожденных линейных»).

Для проверки были выдвинуты следующие экспериментальные гипотезы: 

1. Прямой порядок предъявления алгебраических задач, принадлежащих одному семейству (т.е. упорядоченных в соответствии с нарастанием сложности), приведет к значимо более высокому проценту их правильных решений по сравнению со случайным порядком лишь в пределах одного типа предъявленных задач;

2. Прямой порядок предъявления алгебраических задач, принадлежащих одному семейству, обеспечит перенос успешного способа решения между разными по сложности типами задач.

Блок 1.

Материал, методы и процедура исследования

В этой серии экспериментов были использованы 6 текстовых алгебраических задач, которые с учетом результатов первой серии составили семейство задач «на движение». Все они были извлечены из сборников дополнительных заданий для учеников старших классов средней школы. Причем первые три решались с помощью линейных, а последующие – с помощью квадратных уравнений. Порядок их предъявления определялся степенью простоты/ сложности условий. Задачи №№ 1-3 относились к «линейным», №№ 4-5 – к «квадратным», № 6 – к «вырожденным квадратным»
. /Тексты задач приведены в Приложении 4/. 
Испытуемым – учащимся 8-9 классов нескольких подмосковных среднеобразовательных школ в возрасте 14-15 лет (n=47 чел.) – фронтально в письменной форме предлагались алгебраические задачи с инструкцией решать в предъявленном порядке. Все испытуемые случайным образом делились пополам. Первая группа решала задачи в прямом порядке: от 1 до 6; вторая – в случайном (5,1,4,3,2,6). За каждую правильно решенную задачу школьники по окончании эксперимента получали финансовое вознаграждение, о чем им сообщалось в начале работы.

Результаты и обсуждение.

Полученные результаты удобно представить в графической форме (см. Рис. 6).

Из рисунка видно, что прямой порядок предъявления задач положительно влияет на успешность решения «линейных» алгебраических задач, принадлежащих одному семейству: различия в успешности решения задачи №2 двумя группами испытуемых, вычисленные с помощью критерия (2, значимы на уровне p=0,00009, а для задачи № 3 – на уровне p=0,0005. Это значит, что прямой порядок предъявления выступает весьма мощным и значимым фактором повышения успешности решения «линейных» задач. В то же время прироста успешности решения «квадратных» и «квадратных вырожденных» задач не зафиксировано. Таким образом, подтвердилась первая гипотеза: значимое положительное влияние порядка предъявления на данной выборке испытуемых выявлено лишь для одного типа задач - «линейных». 

Рис. 6. Успешность решения текстовых алгебраических задач в случае прямого и случайного порядков предъявления
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Это результат допускает два объяснения. Во-первых, в противовес обсуждаемой теоретической модели можно утверждать, что влияние интеллектуального инварианта (или иной функционально аналогичной структуры) распространяется лишь на задачи одного типа и не допускает более высокой степени обобщения материала. Во-вторых, объяснение может быть связано с невысокой степенью компетентности решателей: возможно, для испытуемых, принявших участие в данном эксперименте, психологическая структура типа инварианта сформировалась лишь для задач, решаемых линейным уравнением, а «квадратные» остаются для них в значительной степени необобщенными и разрозненными. Именно так можно интерпретировать наличие переноса, обеспечивающего высокий и постоянно нарастающий процент правильных решений первых трех задач (в редуцированной форме он присутствует и у второй группы испытуемых), и невысокую успешность решения и отсутствие значимых влияний между задачами №№ 4 и 5, а также резкий спад правильных ответов на задачу №6.

Поиску дополнительной аргументации в пользу того или иного объяснения посвящены следующие блоки данного эксперимента.

Кроме того, было обнаружено значимое влияние структурных факторов на успешность решения: задачи с симметричными «хвостами» (№№3 и 5 на Рис. 6), т.е. те, в которых при составлении уравнения необходимо прибавить и вычесть один и тот же показатель (в нашем случае – скорость течения реки), при любом порядке предъявления оказались проще для решения, чем с ассиметричными.

Блок 2.

Материал, методы и процедура исследования

Для проведения этого Блока эксперимента исходная методика была модифицирована с целью более последовательной проверки выдвинутых гипотез. 

1) Был частично изменен набор используемых задач (упрощена задача №1, содержавшая лишнее условие, исключена ассиметричная «линейная» задача №2, изменен порядок предъявления задач – теперь симметричная «линейная» и симметричная «квадратная» задачи непосредственно следовали друг за другом). Таким образом, в эксперименте были использованы 5 текстовых алгебраических задач, которые составили семейство задач «на движение». Порядок их предъявления определялся степенью простоты/ сложности условий. Задачи №№ 1,2 относились к «линейным», №№ 3,4 – к «квадратным», № 5 – к «вырожденным квадратным». /Тексты задач приведены в Приложении 5/. 
2) Были использованы контрастные по уровню своей математической подготовки группы испытуемых. Первую группу («малокомпетентные испытуемые») составили учащиеся 10-х классов одной из средних общеобразовательных школ г. Москвы (n = 45 чел.). Вторую «компетентную» группу составили учащиеся 8-х классов элитной математической школы («Лицей Вторая школа») г. Москвы (n=62 чел.). 

3) Все испытуемые случайным образом делились пополам. Первая половина решала задачи в прямом порядке: от 1 до 5; вторая – в случайном (3,1,4,2,5). 

4) Критическая для интерпретации результатов задача №3 (первая в из числа «квадратных» задач в нашем наборе) при случайном предъявлении располагалась на первом месте в ряду, что гарантировало высокую мотивацию испытуемых при ее решении и существенное количество времени, которое они могли ей уделить.

Остальные моменты методики и процедуры остались без изменений.
Результаты и обсуждение.

Полученные результаты представлены в графической форме на Рис. 7 и 8.

Рис. 7. Успешность решения малокомпетентными испытуемыми текстовых алгебраических задач в случае прямого и случайного порядков предъявления 
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Помимо существенных различий в успешности решения предложенных задач двумя группами испытуемых (десятиклассники из обычной школы не решили ни одной «квадратной» задачи!) на рисунках видно, что прямой порядок предъявления задач положительно влияет на успешность решения «линейных» алгебраических задач, принадлежащих одному семейству. Однако если в группе малокомпетентных испытуемых это влияние распространяется лишь на «линейные» задачи (различия в успешности решения задачи №1 двумя подгруппами этих испытуемых, вычисленные с помощью критерия (2, значимы на уровне p=0,00000005, а для задачи № 2 – на уровне p=0,000003), то в группе компетентных испытуемых оно заметно и для «квадратных» задач (значение критерия для различий в успешности решения задачи №3 (2 подгруппами компетентных испытуемых статистически значимо на уровне p=0,05).
Рис. 8. Успешность решения компетентными испытуемыми текстовых алгебраических задач в случае прямого и случайного порядков предъявления 
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Этот результат является весомым аргументом в пользу принятия второй из сформулированных гипотез о переносе способа решения между различными по сложности алгебраическими задачами. Еще одним аргументом может здесь служить наличие положительного переноса способа решения между «линейной» и «квадратной» симметричными задачами (№№ 2 и 3). При прямом порядке предъявления различия в уровне успешности их решения статистически незначимо, а при случайном порядке задача №3 решается хуже, чем задача №2 (критерий МакНимара значим на уровне р=0,05). 

Блок 3.

Материал, методы и процедура исследования

Для решающей проверки выдвинутых гипотез исходная методика эксперимента была модифицирована еще раз. 

1) Был целиком изменен набор предъявляемых задач. Теперь с опорой на введенное в теоретической части работы определение семейства задач через понятие функции, были подобраны совершенно различные по своему содержанию текстовые алгебраические задачи (движение, работа, состав числа и т.д.). Таким образом, в эксперименте были использованы 5 текстовых алгебраических задач, которые составляли семейство задач только в защищаемом в данной работе смысле. Порядок их предъявления определялся степенью простоты/ сложности условий. Задача № 1 относилась к «линейным», № 2 – к «вырожденным линейным», № 3 – к «квадратным», № 4,5 – к «вырожденным квадратным». /Задачи приведены в Приложении 6/. 
2) В эксперименте приняли участие только компетентные испытуемые. В их число вошли учащиеся 9-10 классов элитных математических школ г. Москвы («Лицей Вторая школа» и школа №57) (n=140 чел.). 

3) Все испытуемые случайным образом делились пополам. Первая половина решала задачи в прямом порядке: от 1 до 5; вторая – в случайном (3,2,4,1,5). 

Остальные моменты методики и процедуры остались без изменений.
Результаты и обсуждение.

Полученные результаты продемонстрировали наличие двух подгрупп испытуемых в нашей выборке. В первую (условно названную «компетентной») вошли девятые и один десятый класс (n=45 чел.). Ее результаты представлены в графической форме на Рис. 9. Характерные результаты, полученные на одном из девятых классов школы №2 (n=18 чел.) – на Рис. 10. Во вторую («гиперкомпетентную») группу вошли учащиеся оставшихся десятых классов; их суммарные результаты представлены на Рис. 11.

На подгруппе «компетентных» испытуемых была получена структура результатов аналогичная той, которую мы наблюдали в рамках Блоков 1 и 2 настоящего эксперимента. Отметим только, что различия в успешности решения алгебраических задач 9Г классом достигают уровня значимости (вычисленные с помощью критерия (2 эти различия значимы для задачи №1 на уровне p=0,000005, для задачи № 2 – на уровне p=0,0001, а для задачи №3 – на уровне р=0,05), а для подгруппы в целом не достигают этого уровня и остаются на уровне статистической тенденции (критерий (2 для задачи № 3 значим только на уровне р=0,1). 
Рис. 9. Успешность решения текстовых алгебраических задач в случае прямого и случайного порядков предъявления подгруппой компетентных испытуемых
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Рис. 10. Успешность решения текстовых алгебраических задач в случае прямого и случайного порядков учащимися 9Г класса
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Результаты «гиперкомпетентной» подгруппы испытуемых вообще не обнаруживают никаких значимых различий: эффект влияния порядка предъявления задач на успешность их решения у них целиком отсутствует. 

Рис. 11. Успешность решения текстовых алгебраических задач в случае прямого и случайного порядков предъявления подгруппой «гиперкомпетентных» испытуемых
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Представляется, что полученные эмпирические кривые достаточно хорошо соответствуют следствиям из теоретической модели. Так, подгруппа компетентных решателей в рамках Блока 3 демонстрирует теоретически предсказанное влияние порядка предъявления задач на успешность их решения. (Собственно, именно на этом основании подобная подгруппа и была здесь выделена). Подобный факт свидетельствует о том, что «величина» интеллектуального инварианта оказывается уже предложенного набора задач. Скажем, у учащихся 9Г класса инвариант включает только «линейные», «вырожденные линейные» и «квадратные» задачи. Однако с ростом компетентности испытуемых (в данном случае она напрямую связана с количеством лет обучения в элитной математической школе) предложенные задачи оказываются слишком простыми для них, и изучаемые эффекты исчезают. С точки зрения обсуждаемой модели, это означает, что интеллектуальный инвариант у таких испытуемых включает в себя все типы текстовых алгебраических задач, использованных в данном исследовании. По-видимому, чтобы опять обнаружить влияние порядка предъявления на успешность решения, необходимы еще более сложные (в используемом в данном исследовании смысле) задачи.

Резюмируя результаты Третьей серии экспериментов в целом, необходимо отметить, что они демонстрируют реальное существование интеллектуальных инвариантов, эмпирически предъявляемых в исследовании посредством семейства текстовых алгебраических задач, что проявляется в значимом влиянии порядка предъявления задач на успешность их решения. Таким образом, один из центральных теоретических постулатов обсуждаемой модели представляется доказанным.

� Понятно, что этот параметр касался лишь полных задач.


� Значения 0,05<р<0,1 не позволяют принять гипотезу о наличии значимых различий между выборками, но свидетельствуют о наличии тенденции к таким различиям.





� Как уже отмечалось выше, «вырожденных линейных» задач на материале движения не обнаружено.
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